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Splot, korelacja i PACF

1 Splot
Splotem funkeji f(t) i g(t) nazywamy funkcje h(t):
WO = 10 90 = [ 1r)-glt = ryir (1)
plol = flal +gln = > Slon] gl — @)
Funkcja ta ma nastepujace wlasnosci: o
e jest przemienna:
1O +9) =90« O [ f@glt=myir = [~ gnft=nar @)

e jest laczna:
@)+ (9(t) = h(®)) = (F()  9(1)) * h(t) (4)

e Delta Diraca jest elementem neutralnym dla splotu:

e jest rozdzielcza wzgledem dodawania:
70 % (9() + h(D)) = 7(t) * g(t) + F(2) = h(2) (6)

2 Implementacja splotu

W pakiecie MathWorks MatLLAB splot wektoréw realizowany jest poprzez funkcje
z = conv(x, y, ’shape’);
gdzie parametr ’shape’ przyjmuje nastepujace wartodci:

e full - zwraca cala dlugos¢é wektora splotu (wartos¢ domyslna):
length(z) = length(x)+length(y)-1;

e same - wektor splotu ma rozmiar pierwszego argumentu:
length(z) = length(x);

e valid - zwraca tylko ta czes¢ wektora splotu, ktora zostata policzona bez wykorzy-
stania wartosci zerowych krotszego sygnatu dodanych na brzegach:
length(z) = max(length(x)-max(0,length(y)-1),0);

3 Filtracja liniowa

Filtracja liniowa w domenie czasu jest to splot sygnatu wraz z maska filtra. Rozmiar
maski na ogél jest liczba nieparzysta, gdzie warto§é sumomnozenia przypisywana jest
elementowi centralnemu. W zaleznosci od sumy elementéw maski wyrézniamy:
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e filtracje dolnoprzepustowa (usredniajaca), gdzie suma elementoéw maski rowna sie
1 oraz wszystkie elementy maski sa nieujemne, np.:
LP1=]0.2 0.2 0.2 0.2 0.2]; LP2=[0.25 0.5 0.25|; sygnal Gaussa;

e filtracje gérnoprzepustowa, gdzie suma elementéw maski rowna sie 0, np:
HP1=[-1 0 1]; czy HP2=[-1 2 -1];

4 Filtracja nieliniowa

Filtracja nieliniowa, czyli w najprostszym ujeciu, taka, ktérej nie mozna wyrazié za po-
moca splotu. Przyktadem takiej filtracji jest filtracja medianowa - medfiltl(x, N), gdzie
kazdemu punktowi centralnemu przypisywana jest mediana z wartosci pokrytych maska.

4.1 Filtracja adaptatywna (Wienera)

Osobng kategorig filtréw nieliniowych sg filtry adaptacyjne. Sa to filtry, ktérych charak-
terystyka zmienia sie w zaleznodci od analizowanego obszaru. W celu usuwania szumu
dzialaja one dwuetapowo:

1. Dla kazdego punktu i jego otoczenia obliczamy wartosé parametru, ktory kwalifikuje
dany punkt jako nalezacy lub nie do krawedzi. W przypadku filtru Wienera jest to
wariancja w obszarze obrazu pokrytym maska,.

2. jezeli dany punkt zostat zakwalifikowany jako nie nalezacy do krawedzi, zostaje on
poddany silnemu usrednieniu. W przeciwnym wypadku jego warto$¢ pozostaje bez
zmian lub poddany zostaje usrednieniu o niewielkiej mocy.

Do filtréw tego typu zaliczamy filtr Wienera: wiener2(obraz, [rozmiar]).

4.2 Filtr Savitzky-Golay

Metoda Savitzky-Golay polega na lokalnym wygtadzaniu sygnalu przy uzyciu wielomia-
néw okreslonego stopnia. Do filtracji stuzy polecenie sgolayfilt(sygnat, stopien,
rozmiar), gdzie rozmiar musi by¢ nieparzysta, dodatnia liczba catkowita.

5 Korelacja

Korelacja dwoch funkeji f(t) i g(t) dana jest nastepujacym wzorem:

R0 = [ ()-g"(r = 0)dr ™
Ryl = > fIK)-g°lk — n] ®
k=—oc0

gdzie g* - sprzezenie liczby zespolonej. Korelacja sygnalu z samym sobg nosi nazwe au-
tokorelacji:
[ee]
Rs®)= [ 4 (7~ tydr ©)
—0o0

Do najwazniejszych wlasnosci funkcji korelacji zaliczamy:

e Symetrycznosé:
Rpg(t) = Ryp(—t), Rys(t) = Rjp(—t) (10)
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e dla dowolnego przesuniecia 7 warto$é bezwzgledna funkcji autokorelacji jest mniej-
sza lub rowna funkcji autokorelacji dla zerowego przesuniecia:

[Rypp(m)| < Ry (0) (11)

e Energia sygnatu f(t) rowna jest jego autokorelacji dla zerowego przesuniecia:

/_O:O Ryo(7)dr = (/_O; f(t)dt> (/_O:O 9*(t)dt> (13)

6 Implementacja korelacji

By =Ryy(0) = [ I1(@)far (12)

W pakiecie MatLAB korelacja jest realizowana poprzez polecenie:

[z, przes] = xcorr(x, y, okno, ’normalizacja’);
Autokorelacja dana jest poleceniem:

[z, przes] = xcorr(x, ’normalizacja’);.
W obu przypadkach zmienna przes jest opcjonalna i zawiera wartosci przesuniecia dla
funkcji korelacji. Dodatkowy parametr ’normalizacja’ opisuje, czy oraz jak wartosci
wspotezynnikow korelacji ma znormalizowane (biased, unbiased, none - domyslne, coeff
- tylko dla autokorelacji, wspotczynniki normalizowane sa wzgledem zerowego przesu-
niecia). Parametr okno decyduje o wielkosci okna korelacji i jednoczesnie determinuje
rozmiar wektora wyjsciowego (N*okno + 1). W przypadku braku tego parametru przyj-
mowana jest warto$¢ max(length(x), length(y)), a krotszy wektor uzupelniany jest
zerami do rozmiaru dtuzszego wektora.

7 Funkcja autokorelacji czastkowej (PACF)

Jest to autokorelacja z przesunieciem (opdznieniem), gdzie nie uwzglednia sie wplywu
autokorelacji pochodzacej od krétszych przesunieé. Jest to metoda stosowana do identy-
fikacji modelu. Model autoregresywny (AR - ang. autoregressive) stuzy gtéwnie do mode-
lowania szeregow, ktorych widmo jest prazkowe (np. suma sktadowych harmonicznych).
Model ten mozna zapisa¢ w postaci:

P
Ty = o+ Z Pk - Tp—f + € (14)
k=1

gdzie: g - stala, ¢ - parametry modelu, € - bialy szum (o $redniej 0 i wariancji o2).

Jezeli szereg x; jest stacjonarny o postaci z réwnania to spelnia on twierdzenie
Yule-Walkera dla Vn € N U O: ,
Pn=D_ Pk Pk (15)
k=1
gdzie p, - funkcja autokorelacji. Wartosci te mozna policzyé korzystajac z funkcji : ar =
autocorr(x).
Wykorzystujac powyzsza zaleznosé oraz, ze p(0) = 1, estymacja parametrow sprowadza
sie do rozwiazania uktadu réwnan liniowych:
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1 p(1) p(p—1) ©1 p(1)
p(1) 1 p(p—2) P2 p(2)

p(2) p(1) pp=3) | .| w3 |=|rB) | =R-p=r  (16)
plp—1) plp—2) - 1 ©p p(p)

Macierz R jest symetryczna, dodatnio zdefiniowana, wszystkie jej wartosci wlasne sa
dodatnie i nieosobliwa.
Przyblizajac wartos¢ autokorelacji funkcjami kowariancji:

ricov(an k) 2 (@ — ) - (men — )
ro  cov(my, ) S, (1 — p)2) (17)

gdzie p to warto$é oczekiwana szeregu x;, dostajemy wzor na wartosci parametréw mo-
delu:

P R

-1

Y1 1 Ty Tpo1 r1
v2 r1 I rpg T2
P3| = ) L o Tp—3 || =p=R7t.r (18)
Pp Tp—1 Tp—2 -+ 1 Tp

Macierz R jest symetryczna; dodatnio zdefiniowana, ma nieujemne wartosci wlasne i ist-
nieje do niej macierz odwrotna.
Wariancje o2 estymujemy korzystajac ze wzoru:

P n P
1
0% = cov(0) - <1 - k- 9k> == (2 — 1)? (1 - k- 9k> (19)
n -
k=1 i=1 k=1
Estymacja wartosci funkcji PACF wymaga ponownie uzycia wzoréw Yule-Walkera.
1 p1 P2 ... Ph—2 PI1
p1 1 P - Ph—3 P2
det | P2 p1 Lo pha p3
Ph—1 Ph—2 Ph-3 .- P1  Ph
P = (20)
1 prL P2 - Ph—2 Ph-1
pP1 1 P1 -+ Ph—3 Ph—2
det| P2 P L ... ph—a pn-3
Ph—1 Ph—2 Ph=3 --- Pl 1
I tak dla wartosci funkcji PACF dla modelu AR wynosza:
e dla AR(1):
P1
¢11 = — (21)
1
e dla AR(2):
det ) Zl ]
1 P2
bp=—r 7 (22)
det [ p1 ]
p1 1

4
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e dla AR(3): ) )
1 ;o m
det | p1 1 po
P2 P11 P3
P33 = = = (23)
1 p1 p2
det | p1 1 m
L p2 ;1 1

Wyniki mozna poréwnaé korzystajac z funkcji w MatLAB:
pacf = parcorr(x, Method = "yule-walker");

8 Zadania

1.

Policz w pakiecie MatLAB splot dwoch funkcji prostokatnych (|t| < 5, F's = 100):

ﬂwzmwz{é}ﬂiﬁ (21)

Policz (recznie) splot dwoch wektorow:
A=1[-1, 0, 2,- 4] oraz B = [2, 0, 1].
[1t22333]orazD = [-1 0 1].
[00100]orazF = [0.25 0.5 0.25].
[1+i 1-i 0 3i] oraz H = [21 1 1+i].

C
E
G

Policz splot (recznie oraz w programie MatLAB) funkcji prostokatnej f(t)
o parametrach: amplituda=1.0, szeroko$¢=3.0, srodek=0.5; z wektorem [-1, 0, 1]
dlat =-10:1: 10.

Wyswiet] wykresy funkcji oraz wynik ich splotu.

. Policz (w programie MatLAB) splot funkcji gaussowskiej f(t) o parametrach

(sr=0.0, std=0.2, Amp=1) z funkcja g(t) dlan € N ) dlat € (-5, 15) sprobkowanych
z Fg = 50H z. Cwiczenie powtérz dla réznych wartosci odchylenia standardowego
funkcji £(t).

mw=ﬂﬂﬂ={é et (25)

Policz (w programie MatLAB) splot funkcji harmonicznej f(t) o amplitudzie
A1 = 1.0, okresie w; = 0.5s i czasie trwania 77 = 10s z funkcja prostokatna g(t)
o czasie trwania Th = 0.2s i amplitudzie Ay = 1/(T>- Fg). Oba sygnaly sprobkowane
sa z czestotliwoscia Fg = 100H z. Stworz wykresy sygnatoéw oraz ich splotu. Zbadaj
wplyw dlugosci 75 na wynik splotu.

Wygeneruj poziomy sygnal dyskretny o ¢ € (0,5)s i Fs=200Hz, ktory bedzie wypel-
niony liczbami z rozktadu normalnego N(0, 0.5). Zaimplementuj splot z wektorem
ones(1,N)/N, dla N bedacego liczba nieparzysta. Stworz wykres zmiennosci odchy-
lenia standardowego sygnatu wynikowego w zaleznoéci od wartosci N.

Policz (recznie) korelacje i konwolucje wektorow:
A=[ 1 -1.5 -2 1 ]JiB=[2-211.
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10.

11.

12.

c=[1, 2, -3, 11iD=[1, 0, -1].
E=[1+i, 2, -3i, -1] i F=[1-i, 2i, 3].
Wynik sprawdz w pakiecie MatLAB.

Policz korelacje dwoch sygnatow trojkatnych o amplitudzie 1.0:
f(t): srodek = 2, szerokos¢ = 2 oraz
g(t): srodek = 0, szerokos¢ = 3 dlat €< —5,5 > z Fg = 100H 2.

Stworz sygnal bedacy suma trzech sygnatow (¢ € (0,10), F's = 100) typu sinc:

- amplituda A = 2 dla t = 2, okres = 1;

- amplituda A = 1 dla t = 3.5, okres = 1;

- amplituda A = 0.5 dla t = 4.5, okres = 1.

Dla takiego sygnalu policz i wyswiet]l wartodci funkcji autokorelacji. Obliczenia
powtoérz uzywajac zamiast funkcji sinc, funkcji harmonicznych o statej amplitudzie.

Wezytaj sygnal z pliku corr 01.txt. Przy uzyciu funkcji korelacji znajdz poczatek
trwania sygnatu:

prostokatnego o amplitudzie 0.7 i czasie trwania Ts;

sygnalu tréjkatnego o amplitudzie 0.8 i czasie trwania 10s;
pitoksztaltnego o amplitudzie 1.0 i czasie trwania bs;

sygnalu gaussowskiego o amplitudzie 0.8, std=2+/2, i czasie trwania 20s;

Na podstawie pliku (1 kolumna - czas [s|, 2 kolumna - amplituda sygnatu) okresl
czestotliwosé probkowania.

Wezytaj sygnat z pliku corr 02.txt. Przy uzyciu funkcji korelacji znajdz poczatek
trwania sygnatu:

e prostokatnego o amplitudzie 0.8 i czasie trwania 10s;

e obu sygnalow trojkatnych o amplitudzie 1.0 i czasie trwania 10s;

e kazdego z zabkéw funkceji pitoksztaltnej o amplitudzie 1.0 i czasie trwania 5s;
e srodka (wierzcholka) funkcji gaussowskiego o amplitudzie 0.8, std=5.

Policz wartosci funkcji autokorelacji i PACF dla nastepujacych wektorow:

e x = [1,2 -3, 2, -2| dla modelu AR(2);
e x = [-3, 1, 0, 3 -1] dla modelu AR(2);
e x —[2,1,2,1 -1] dla modelu AR(2) i AR(3);
e x = [-2, 1, 3, -3 ,1] dla modelu AR(3).

Wyniki sprawdz w MatLAB.
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