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Procesy liniowe

1 Proces autoregresyjny (AR)

Modelem (procesem) autoregresyjnym nazywamy stacjonarny szereg czasowy xy, gdzie
kazda warto$¢ jest liniowg kombinacjg wartosci wyrazéw poprzednich i sktadnika losowego
€. Model AR rzedu p dany jest wzorem:

{Zit:<,00+<,01‘$t_1+§02'.%’t_2+...+§0p‘$t_p+6t (1)

Sktadnik losowy €; musi by¢ niezalezny od chwili czasowej i na ogét zaktada sie, ze po-
chodzi on z rozktadu normalnego N (0, 02). Powinien on spelnia¢ warunek, ze dla wartosé
jego kowariancji dla dwoch roznych chwil czasowych wynosi 0, tj. cov(eg,€,) = 0 dla
k#n.

Proces AR(p) jest stacjonarny, gdy pierwiastki réwnania charakterystycznego maja
modutly z poza kolem jednostkowym, tj. |z]| > 1, tj.

l—p1-2—@a-22—..—,- 2P =0 (2)
Warunkami rownowaznymi sa dla modelu AR(1):
er] <1 (3)

i dla AR(2):
lp2| <1 A 1| +¢2 <1 (4)

W przypadku szeregéw o bardziej skomplikowanej naturze, mozna zastosowaé testy sta-
tystyczne, np. test Dickeya-Fullera: [h, pvalue] = adftest(x).

Warto$é h = 0 méwi nam, ze nie mamy podstaw do odrzucenia tezy o istnieniu pierwiast-
ka jednostkowego, czyli, ze proces prawdopodobnie jest niestacjonarny.

Innym testem jest test KPSS (Kwiatkowski, Phillips, Schmidt & Shin), gdzie hipoteza
zerowa moéwi o stacjonarnosci szeregu (odwroétnie niz w ADF). W MatLAB ten test
wykonujemy poleceniem: h = kpsstest(x).

Innym narzedziem do oceny stacjonarnosci szeregu jest wykres funkcji autokorelaciji,
gdzie wartosci powinny przypominaé sinusoide o malejacej amplitudzie. Do tworzenia
takiego wykresu stuzy polecenie: autocorr (x). Wykres jest tworzony automatycznie tylko
wtedy, jesli nie odbieramy z funkcji zadnych wartosci (funkcja typu void).

Jezeli proces jest stacjonarny, wtedy mozemy obliczyé¢ wartosé srednig pu:
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Wariancja zalezy od rzedu modelu AR:

o? ot
AR(1) : var(z) = 1= o2 AR(p) : var(z) = TSP or pr (6)
i k=1
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2 Proces $redniej ruchomej (MA)

Proces sredniej ruchomej (MA) rzedu g dany jest wzorem:
xp=p+e+0-61+02-62+...+0, €4 (7)

Kazdy proces MA jest z definicji stacjonarny. Do najwazniejszych parametrow modelu
MA naleza;

e Srednia pu;

e wariancja:

var(z) = o2 (1 +602 402+ + «93) (8)
e funkcja autokorelacji procesu MA rzedu ¢:

L U MA(1) (9)

pP1 = 1 T 9% a

01-(1+02) 02

== =———— dla MA(2 10
PETrEre P ire e M MAR (10)

O + 3078 00 Oy,
= = dla M A 11

We wszystkich tych przypadkach pg = 1 oraz pr, =0 dla k > ¢

3 Dualnosé¢ AR,MA

Kazdy model MA(q) o skoriczonej wartosci ¢ mozna przedstawi¢ za pomoca modelu
AR(00) o nieskoriczonym rzedzie (dualnosé z AR - r(’)wn. I odwrotnie, kazdy stacjo-
narny proces AR(p) mozna przedstawi¢ za pomoca modelu $redniej ruchomej o niekori-

czonym rzedzie MA(co) - réwn[13]

Ty = € + Z(—Tﬂk) “Yi—k (12)
k=1
oraz . -
Ty =+ Z Vi - €—  dla Z || < 0o A cov(er,e,) =0dla k#n (13)
k=0 k=0

W przypadku przeksztalcenie MA->AR wymagane jest sprawdzenie, czy modutly pier-
wiastkow rownania charakterystycznego (réwn. [2)) maja wartosci wieksze od 1, tj. |z| > 1.

3.1 AR(1) -> MA()

Dla szeregu typu AR(1) przeksztalcenie w MA(co) odbywa sie w kilku krokach:
1) sprawdzamy stacjonarnosé¢ procesu, tj. [p1| < 1
2) liczymy $rednia p z procesu AR(1) - rown. B} p = ¢o/(1 — ¢1)
3) rozwijamy w szereg zgodnie z rown. (13| dla: ¢y = ¥
Dla przyktadu powyzsze szeregi sg tozsame:
50 &

AR(1): 2, =5-03 -1+ < MA(c0) a4 = 3 (0.3)F - e, (14)
k=0
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3.2 AR(2) -> MA(c0)
Dla szeregu typu AR(2) przeksztalcenie w MA(co) odbywa sie w kilku krokach:
1) sprawdzamy stacjonarnosé¢ procesu, tj. |p2| < 1A |p1| 4+ p2 <1
2) liczymy $rednia p z procesu AR(1) - rown. B} u = @o/(1 — 1 — p2)
3) rozwijamy w szereg zgodnie z roéwn. dla: ¥, danego iteracyjnie:
Yp=¢1 Y1+ 2 Y2 Yo=1 Y1= (15)
Dla przyktadu powyzsze szeregi sg tozsame:

AR(Q) LTy = —0.4 - T+ 0.5 Ti—o + € (16)
MA(c0) i, =0+ ¢ —0.4-€_1+0.66- €9 — 0.464 - ;3 + ... (17)

3.3 MA(1) -> AR(c0)

Dla szeregu typu MA(1) przeksztalcenie w AR(c0) odbywa sie w kilku krokach:

1) sprawdzamy stacjonarnos$¢ procesu, tj. |0 < 1

2) sprawdzamy warunek odwracalnosci: |z|>1 dla rownania: 146 -2 =0

3) rozwijamy w szereg zgodnie z roéwn. : Dla przyktadu powyzsze szeregi sa tozsame:

MA1): z1=6¢+03-¢-1 < AR(c0) 1zt =€ — Z(—O.B)k STk (18)
k=1
3.4 MA(2) -> AR(x)

Dla szeregu typu MA(2) przeksztalcenie w AR(c0) odbywa sie w kilku krokach:
1) sprawdzamy warunek odwracalnosci procesu, tj. |p2| < 1A |p1| + @2 < 1
3) rozwijamy w szereg zgodnie z rown. [12| dla: 1y danego iteracyjnie:

Yp=—01- g1 =0 by pray:ir =01 Pa=0p—01 Y (19)

Dla przyktadu powyzsze szeregi sa tozsame:
MAQ2): z1=¢+05-¢_1+0.2 ¢ 9 (20)
AR(0) izt =€+ 0.5 - 241 —0.05 - 24_9 — 0.075 - z4_3 + ... (21)

4 Zadania

1. Sprawdz stacjonarnosé¢ procesow AR. Dla procesow AR(1) policz $rednia i warian-
cje. Wyniki sprawdz korzystajac z pakietu MatLAB

1
T=24 gt 6 N(0,0% =1) (22)

=04 2, 1+06 1 2+¢, e~ N(00*=0.25) (23)

2y =06-71—025 -2, 2+¢, e~ N0 0*=2) (24)

24 =01 241 —05 -2 0+0.05 -2, 3+¢€, €~N(@0o%>=1) (25)
2y =01-241-02 24 0+03 24 3+¢, €~N(002=1) (26)
=151 1+ 1.5 -4 9 — T4_3+ €, eth(0,02:1) (27)
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2. Policz $rednia, wariancje i wartosci funkcji autokorelacji. Wyniki sprawdz korzysta-
jac z pakietu MatLAB

rp=-2+6¢—07-¢_1, ¢~N(@00*=1) (28)

v =€ —0.5-6_1+0.25 -¢_9, €~ N(O,O’2 =2) (

v =1+6—025-¢_1+0.5¢_9, eth(O,GQZZ) (
2 =05+¢—04-¢1+02-¢ 9—01-¢3, ¢e~N(00°=1) (31

zr =€ +01-¢,.1—02-¢.904+03-€_3, €~ N(0,0'2 =2) (
3. Rozwin szereg x; typu AR, o ile jest stacjonarny, w nieskoniczony proces MA. Policz
Srednia i wariancje. Wyniki sprawdz w MatLAB poréwnujac $rednig i wariancje obu

szeregow.
2y =2-02-21+¢  ~N(00°=2)

(
2t =05—0.5 21+ ¢ e~ N(0,0% =2) (
ry=15+04 -2 1+¢ ~N(0,02=1) (35

;=03 241 — 0.7 - 242 + ¢ e ~ N (0, o’ = 1) (
2 =—04 -2, 1+05 -2 0+¢ e~ N(0,0%=1) (
24 =04 2,14+06 -2 2+¢ e~ N(0,0% =1) (

4. Rozwin szereg x; typu MA, o ile jest to mozliwe, w nieskoniczony proces AR. Wyniki
sprawdz w MatLAB poréwnujac srednig i wariancje obu szeregow.

ri=6—04-¢ 1 €=N(00°=2); (39)
Ty =€ +05-€4+02-€ ¢ =N(0,0%=1); (40)
zi=€+03-€—01-ea ¢ =N(0,0%=1); (41)
=€ —04-64+03 e ¢ =N(0,0%=1); (42)
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